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���|~*����� �Z���?~0���/¦�b��  ¢y«�Z���Z�/�Z}�������}¥�y~%���¥�0�����&�Z���
�!�������Z���ª¤��!}�~�� ����������}7�%��� ���`�&}|��������},p¥�����|}&�y�R¡��P � p.¦ ß @sm « b�ced� ß �  m

õ ¦�����¢ª¾�«
���Z�&���>���Z}����4~£�%}&�m	!���u��} ���R~*�&� �O} ��¡h�Z�!���Z�Z}?|/¦�ph«�~0}|�o�¦�ph«Z¤u+ ������� �����|�y���µ~0���>~*���Db � ½R~0}|��� � ÿ|�h���&�
��~0�O� �Z�E�*�|���&���`�&}|��������}tp?~0�������������ª�4��}£�B~0¡&���¶�Z¤%+&�%�W~*}��
�%�O�%�Z}jPHT�o�¦�ph«Z� �O�>��¦
�µ«�¦ ß @sm « � p v � ¦$P�«����&�Z���up v � ���
���&���O}��%�Z�����4�*��p7Ãh~*}|��¦`����«� g b�ced� �� !lk�%Ù ~0}|� � v g b,ced� i�� g ¦�����¢ªü�«
2��Z���y~]�`���>�y�%�`�%�B~0}��{P � ú @;M ¢RN�õ @9M ¢ @ �O�,� @;M b��§N�õ �*���&�
�/�Z��������}&� � � � g �������*¡h�¶���m�`�Z�����y�£���Á~0�7���&�lP*���£���h~*����~0��/�Z���/�O��}&�%¤
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�������ª�&���&�4��}����Z�����y�m������}R�*�E���&�{P*���R���|~*���µ~0�.�?�Z���?����}&�
~*}h�u��� ���&�%�����Z��}u����}&����O��� � � C q � ¦ C � ú @ ¢RN�õ @ ¢ @ ���R� «
�����m�%}&�������Z���y�¨~0�4~R�?�Z���¥�h����}��£¦`�R~*��°%�y��¡_�§~e�����4��}
+(���|¤l��«/~*}|�'���>}&�����y�'¡��#¦SP @ C «*=�¦�¦$P  C «j=�2�5�¨�5R��¦$:=�VW<X81²�8;Y_¤��-�§�O�������m�|}&�������%}7�7���&�?�m�����m����}|~*���Z�£�*�4¦$P @ C «
~*�����������Z}R¡��� � � g ~*}h� � � � f b,ced� C q � ¦4����¢R�%«
�!}����&�������ª�m������}(�.���&�����Z���*�¶~0�O�-¦$P @ C «�����~0�_~*��}����Z} �����ª�
¡���J�¤E������&�*��}R��}e+(���|¤���¦¸~&� ¡|«>�&¦
��«��y~����§¦$P @ C «UT�J·���
~*�����&�m��~*���y�/�������u�!�����m�%}&���>����~*������}?�>�O�>�?�Z}��¶��� v ¦$P @ C «
~*}h�e��� w ¦$P @ C «ZÃ&~*}h�R¦`����«q � vg b,ced� � g i�� g v �E�;� ~0}|� q � wg b,ced� � g w �E�;� i?� g¦4���Ôõ�ú%«
���?~����>���&���y�Uq � vg � q � wg v �a�;� ~*}|��q � wg � q � vg w �a�;� ¤�������|�&~*�����&�*��}R��}e+(���|¤���¦!�Z«Z�

����¦$P @ C « b�ced� ��� v ¦$P @ C « r ���lw�¦$P @ C « ¦4���Ôõ&¢ª«
~*}h� q � g b,ced� � g w �E�;� i�� g v �a�;� � q � vg  q � wg ¦4���Ôõ�õ%«
2��>���y~]�`���Z�ª�&���&���?�����h����}��7�0�G���&�����%�£�¸~��m���0� ����¦$P @ C «

���R���m�`�>�����ª�����#~*�/���&���������&�����%}�h����}��§¦`�R~*��°%�y�¬¡��p~
�m�������/��}+(���|¤&��¦¸�>«�«u~*�����&�m��~*���y�¬�������¨���&�R�?�Z���¨�h����}��
¦$P @ C «�~*}|�/�������Z}&�����y�R¡���¦SP @ C «a¾¸¤�������&�*��}���}�+(���|¤��&�
~��������&������}¨�h����}��£�e~ª�§���£�e~ª�§}&���u�m����}|���µ���Z�?�������'~
�?�>���#�h����}��y¤L��O���|��~0�����Z�&���m���y����}p+(�O�h¤Ë��¦¸�&«>���y~%���
¦$P @ C «4¾&���¶~0���������µ~0���y�£��������~��������&���O�%}��>�O�>�?�Z}����&��¦SP @ C «Z¤
���%�������|~*�ª�*¡��4���������m�|} �O������}7�*���&���m�����m����}|~*���Z���0�W¦SP @ C «4¾
~*�����������Z}R¡��� � ��¾g b,ced� ¢

õ ¦ � g v �E�;�  � g w �E�;� « ~*}|� � � �Ef ¦4���Ôõ�½%«
�!}u~��&�������O�%}7�*���&���?�����h����}��.�*�|���&������}&�¶���Z���/�Z}��&þm����}&��}&�
¦$P @ C «�~*}h�/¦$P  ¢RN%õ @ C «Z��~0}|�£���|~0���*�.����}&�����Z�%�?�Z}��|þ�����}�	
��}&�u¦SP @ C «�~*}|�º¦$P i ¢RN%õ @ C «�~*�����e~0��°%�y�£¡��?�m�����m���Z��¦
���Z�
+(���|¤���¦¸�Z«�«�~*}|�.� ���Z���|�ª�m�������>�O���7���>}&�����y��¡��§¦$P @ C « w ~0}|�
¦$P @ C « v ¤E���%�������|~0�7���&�¶����}&�����Z���/�Z}��_þm�%��}&��}&��¦$P @ C «W~0}|�
¦$P  ¢ON�õ @ C «>�&~*}|�Â���|~0�7þm����}&��}&�/¦$P @ C «¶~0}|��¦$P i ¢ON�õ @ C «
~*������� �¥�����¬�¸~����Z�R�*����� w ¦SP @ C «u~*}h�#���Uv�¦SP @ C «Z�����m	
���h�y�m�������Z����¤¶������|���7�(¦SP @ C « w ~0}|��¦$P @ C « v ~*�������&�����&�!	
���>}_�R�m��� }_���Z���h~*�������*�4�h����}����D� w ~0}|����vý���Z� �µ�����y�
��}+(���|¤�½ ¤#���¬���&�Z���?�����|}&��������} �y�����&���m���%������}|~0���Z�/�*�
¦$P @ C « w ~*}|��¦$P @ C « v ~*�����������Z}/¡��� � � wg b,ced� ¢

õ ¦ � g  � g w �a�;� « ~*}|� � � �Ef ¦4���Ôõ*ÿ�«
~*}h� � � � vg b,ced� ¢

õ ¦ � g  � g v �E�;� « ~*}|� � � �Ef ¦4���Ôõ��%«

���Z���h�y�m���O�%�Z���_¤
+ �&�����&�Z���?�������/¡_�L�&����}&�ý��Å%�ª¤?¦4�&¤Ôõ�ú%«Z��¦�� ¤ õ%½�«�~0}|�

¦4�&¤Ôõ*ÿ�«Z�%�O���Z~0}�¡|�����&�*��}R���|~0�� vg i?� ¾g v �E�;� � ¢
õ q � vg v �a�;� ù³ú ¦����ÔõF��«� ¾g w �E�;� i´� wg � ¢
õ q � wg w �E�;� ù#ú ¦����Ôõ%¾�«��¾g iÃ� vg � ¢

õ q � wg ù³ú ¦����Ôõ%ü�«� wg i´��¾g � ¢
õ q � vg ù³ú ¦����ÔõF��«� g i?��¾g v �E�;� � ¢

õ q � g v �a�;� ùú ¦����Ô½%ú�«� ¾g w �E�;� i´� g � ¢
õ q � g w �E�;� ù#ú ¦����Ô½ ¢y«��¾g w �E�;� i´��¾g � ¢

õ � q � vg  q � wg w �E�;�;� ù³ú ¦����Ô½%õ�«
���&�����>�µ~0������} �³�-Å��ª¤R¦�� ¤Ôõ�ú�«>��~*}|� ¦�� ¤Ôõ�õ�«¸¼|¦4�&¤Ô½�õ%«¨~*���
�m���y~0�����u�����O� �����m~*���y�/�O}R+(�O�h¤&¾&¤
���&���m�&�����Z}����m���&}����Z���|~0�������*�.�|�%�O}������ w ~*}|�t�_v¥���m	

�&���m���y�/��}º+(���|¤&½u~0�����h����}����	�&w g ~*}|�,� v g ���Z�&���m���y�R��}
+(���|¤&¾ ¤��-�����m�|} �O������}7�����&�����_�%������}|~0���Z��*���h����}����	� w g~0}|�D�_v g � ���Z���|�y���������Z�����|~0�����������>}e¡��� � � ¦���w g « ~0}|� � � � f ¦����Ô½%½�«
~0}|� � � � ¦��lv g « ~0}|� � � � f ¦����Ô½0ÿ_«
�������� ¦�� w g « b,ced� � wg  ÿ g ¦ ��¾g w �a�;� i�� wg « � � wg  ÿ gõ q � wg w �E�;�� ��¾g w �a�;� i ¢ i ÿ g

õ q � wg w �E�;� ¦����Ô½F��«� ¦�� v g « b,ced� � vg  ÿ g ¦ � ¾g v �E�;� i�� vg « � � vg i ÿ gõ q � vg v �E�;�� ��¾g v �a�;�  ¢ i ÿ g
õ q � vg v �E�9� ¦����Ô½F��«

2��Z���4} ���������|~*�ªÀ�¦`��«�ÿ g �&�������/���&����~*} ���
ú Ô ÿ g Ô ¢ ¦����Ô½%¾�«

���u~R�|~*�m~*�/�Z���Z�£���§¡h�º���m�|}&�y�³�µ~0���Z�ªÃ�~*}|�³¦`����«4~*�£���&�
��~0�O� ���*�Aÿ g �O}h�m���y~0���Z�B�`���%�ýú���u¢��v� w g ���������?�*�%�¶~ª��~ª�
�`�����L¦SP @ C « w ~*}h�£�y���������*��~0�������&���������&���O�%}��h����}���¦$P ¢ON�õ @ C «4¾.��� �O����� v g �������7�?�*�%��~ª��~ª�u�`�����©¦$P @ C « v ~0}|�
�y���������*��~*�m�?���&�����%�O� ������}/�|�%�O}��¦$P i ¢RN�õ @ C «a¾�¤
���&�����m���/�&���Z���Z�����&�����|�ª�m�J�G�Z~*������}§�*�¶°%�Z�����>���?�>�������

�|~0��~0�?�Z���Z���ª¤W���m�&�W} ���������h~*�y�0���&���m�&�����Z}����m���&}����Z���|~0���
������Åh¤ ¦¸õ&¤Ô½%«����	
` ¦ �6@4� ÃaP @ C « b,ced� 	�fg  ¦ 	�h « fg ¦ �ji���¾g «  ¦ 	�k « fg ¦ �li��Ef «¦����Ô½%ü�«
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�!¤ ��¤�� 	 fg =^2�<S¨�8 © 5R�4°�8l[Q¦ 	 `¡5o<&<S¨�8l2;[\�4°�<S=ª[QV}3A[\=�VW<(¦$P @ C «4¾`¤�-�y�Z~*� ���R¦ 	�k «4fg � i � ¦ 	�h «afg ����~*�����?~*�����&�?�ª�R�&�Z�����.��� �
�m�&�����Z}����m���&}����Z���|~0������?��Åh¤.¦!õ&¤u��«-���	
` ¦ �6@4� ÃaP @ C « � 	�fg  ¦ 	 h « fg »J¦ �6iK��¾g « i � ¦ �Oi��Ef «¸¿�¦4���Ô½��%«
�¡��_���%�&����������Åh¤¦¸õ&¤ ÿ�«?���/��~*�����¨�>���Z}��`�%�R���&���m�&�����Z}��
�Z~0����¤£�������/�|�%����}&�?��Åh¤(¦¸õ ¤O¢%¢y«>�G~0}|�R�&����}&����Å%�y¤(¦¸õ ¤ ÿ�«
~*}h��¦4�&¤Ô½��%«Z�h��}&�?�>~*}§��¡&�m~*��}¥���&�?�m�&�����Z}��������&}����>���|~0���
���?�-Å|¤h¦!õ&¤Ôü�«>���!¤ �%¤O�

	�fg � q � wgq � g � 	 f v �E�;�g w �a�;�  ¦ 	�h « f v �E�;�g w �E�;� ¦ � wg i���¾g w �E�;� « �
 q � vgq � g � 	 f v �E�;�g v �E�;�  ¦ 	�h « f v �E�;�g v �E�;� ¦ � vg i´��¾g v �a�;� « �i � q �õFq � g � 	 f v �E�;�g w �a�;�  ¦ 	�h « f v �E�;�g w �E�;� ¦ � g w �E�;� i´��¾g w �E�;� «i � q �ÿ ¦ 	�h « f v �E�;�g w �a�;�vw � q �õFq � g � 	 f v �E�;�g v �E�;�  ¦ 	�h « f v �E�;�g v �E�;� ¦ � g v �E�;� i´��¾g v �a�;� «i � q �ÿ ¦ 	�h « f v �E�;�g v �E�;� w ¦4��� ÿ_ú%«

���%���L���h~*�y�²}&�����e~*�����Z�y� }��&�/�Z�����Z~0�¥~*}h~*�����%�&�Z���*��
	 N ��� ~0����}&�%���&���y�º�O}/���&�������y�m�����%}7¤
�������ª�&���Z�	 ¾ ¦���w g « b�ced� 	 ` ¦ � ¦���w g « @a� f ÃaP  ¢RN�õ @ C i ¢ON�õ%«#¦4��� ÿ|¢ª«

~*}h�	 ¾ ¦�� v g « b�ced� 	 ` ¦ � ¦�� v g « @a� f ÃaP i ¢RN%õ @ C i ¢ON�õ%«#¦4��� ÿ_õ%«
�-�?�&���O} ����Å%�ª¤.¦�� ¤Ô½���«>�&¦4�&¤Ô½��%«Z�&~0}|�R¦4�&¤Ô½��%«Z�&��Å%�y¤h¦4�&¤ ÿ|¢ª«
~*}h��¦4�&¤ ÿ_õ%«����/�&��� 	�¾ ¦��&w g « � 	 f v �a�;�g w �E�;� �Í¦m¢ i ÿ g «�¦ � wg i´��¾g w �E�;� « i ¦ � q � N�õ�« � ¦ 	�h « f v �E�9�g w �E�;�

¦4��� ÿ_½%«
~*}h� 	�¾ ¦��_v g « � 	 f v �a�;�g v �a�;� � ¦�¢ i ÿ g «�¦ � vg i´��¾g v �E�;� « i ¦ � q � N�õ%« � ¦ 	�h « f v �E�;�g v �E�;�

¦4��� ÿ�ÿ�«
���>���h�y�m�����%�Z���_¤£��Å%�y¤(¦�� ¤ ÿ�½�«~*}|�§¦4�&¤ ÿ�ÿ�«�~0���£���&�u�m�&�����Z}��
�m�%�&}����Z���|~*���������?��Å%�y¤ ¦¸½&¤u�%«¶~0}|��¦¸½&¤Ô¾%«Z�����>���h�y�m�����%�Z���_¤
�������ª�E���&�R�m�&�����Z}��?�m�%�&}����Z���|~*�����£���¥��Å%�ª¤�¦
ÿ|¤�¢y«4~0}|�

¦`ÿh¤Ôõ�«�~*���
¦��	�h vW« fg b�ced� 	 fg iÃ	 ¾�¦��_v g «� ¾g i�� ¦��lv g « ¦4��� ÿo�%«

~0}|�
¦��	 h wE« fg b,ced� 	 ¾�¦��&w g « i�	 fg� ¦�� w g « iÃ� ¾g ¦���� ÿ"��«

���Z���h�y�m���O�%�Z���_¤£���%���£���|~0�������Z~*}§¡|�£��� �*��}¥�y~0�������R���|~0�
���&�4���Z}&�%�?��}|~*�������¶��}���Å%�y¤ ¦��&¤ ÿ"��«�~*}|��¦�� ¤ ÿo��«�~*���4�h���!	
�������%�¨~*����~ª���ª¤ö���ø�&����}&����} ��0�e�R~*}��p~*� �&����~����&�Z�
���>���m���O¡h�y�ù�y~0�������Z�y�·��}&�ð�Z~0}q���Z} �Z��~0���g¦�ó v « fg ~0}|�
¦4ó w « fg ����&�§�¶�>�O�%���?�!~��m��������~0�����&�m��~0���y���������ø¦��	�h v « fg~0}|�§¦��	 h w�«4fg ¤u1������Z}²¦�ó v «afg ~0}|��¦4ó�wE«4fg �7~/���������Z�4�Z~0}
¡h��`�����?�y�Â¡_�?�-Å|¤ ¦�� ¤ ÿ�ú�«�~*}|�

¦ 	�h « fg � ¦4ó¡vW« fg ¦��	�h vW« fg  ¦4ó w « fg ¦��	�h w « fg ¦���� ÿ�¾�«
�E�4�m���/�&���Z������� �����Z�m�m�����&������}?�0�G���&�����&�����Z}��¶���������Z���y�

}&�%���R���h~*�y��~*�/��}&���R~*}��§�|�%������¡&�������&�����m�>�y���%}&�R�e~ª�
~0����� �?�����|~*�ÿ g � � � q � N × g � @ P � ú @9M ¢RN%õ @;M ¢ @;M ½FN�õ @ �,�O� @;M ¦�b�� i ¢y«1N�õ

¦���� ÿ�ü�«
���&�>��� × g ~0�����|�%���������%�Á����}&����~*}��������m�h}&�y�R¡��.À�¦`��«× g b�ced� �/�O}>:�¦ � ¾g iÃ� ¾g v � « @ ¦ � ¾g w � i?� ¾g « < ¦���� ÿ"� � «
�J�AP � ú @;M ¢RN%õ @;M ¢ @ �O�O� @9M ¦�bq� i õ�«1N�õ Ãh¦`����«× g b,ced� �/�O}>:]õ�¦ � ¾g i´� ¾g v �E�9� « @ ¦ � ¾g w � i´� ¾g « < ¦4��� ÿo�FúZ«
�J�AP � i ¦�b�� i ¢ª«EN�õ Ã_~0}|��¦`������«× g b,ced� �/�O}>:]õ�¦ � ¾g w �E�;� i�� ¾g « @ ¦ � ¾g iÃ� ¾g v � « < ¦4��� ÿo�F¼Z«
�J�AP � ¦�bq� i ¢y«1N�õ
�������¬���|~0�´ÿ g �������Z})��}L��Åh¤4¦4�&¤ ÿ_ü%«��Z~*}ø¡|�¬��}_���Z�!	

�&���Z���ª��~0�.���&���4�4 /}��&�u¡h�Z�7~*�E¦SP @ C «4¾!¤.�!}������ �Z�7�����m���y�
��Åh¤%¦�� ¤ ÿ_ü�«h���(���&���m�&�����Z}��¶�m�%�&}����Z���|~*�����*�|~����h�y�m��~*�|�>~*���
�0�Á��Åh¤�¦¸½ ¤�¢R��«���}¨���&����� ( ¦ - « � - ¤·�����������%���R���|~0�y�
¡h�y�Z~0�&��� � ! c i w � % �;� ~0}|� � v ! c i w � % �;� ~*�����&}h���m�|}&�ª�.�� ¾ ¿ c i �;� �Z~*} }&���4¡h�?���m�h}&�y��� ����}&�¥��Åh¤E¦4�&¤Ôõ�½%«Z¤u2��*��	
�Z�%�Z�y��~%�Z�m���m����}&�����¨�-Å|¤�¦4�&¤ ÿo�%«Z� � ¾ ¿ c i �;� ~0���R}&�Z�ª���y�
��}§���&�R���m�|}&�����O�%}&�4�0� × ¿ ! c i v � % �;� �7������|���7�E�&�Z���?���
~0����� �?�����|~*� ��¾¿ c i �;� � � ¿ c i �;� ¦����u�%ú�«
��O���|�(���R��~0�����!�
�ô��Åh¤-¦�� ¤ ½%¾�«��`�%�Á~0������~*���&�Z���*�UP��lq � ���
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Table I. The values of function �f (K = 3, M = 4) 
 

k 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 

m 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 

f  (k, m) 0 2
1  1 2

3  2 2
5  3 2

7  4 2
9  5 2

11  6 

x

ds
→

dr→

→

t

r=(x,t)

V S(V)

Figure 1.  A surface element on the boundary
S(V) of an arbitrary space-time volume V.
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Figure 3.—Definition of points P–, M–, M+, and P+.
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Figure 5.—A space-time mesh with nonuniform spatial intervals (K = M = 2).
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Figure 8.—Definition of points P1, P2, P3, M1, M2, and M3.
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